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Resumen
En este TFC (Trabajo de Fin de Carrera) se ha creado una librerı´a de algoritmos que
servira´n de apoyo a las clases pra´cticas de la asignatura Navegacio´n Ae´rea, Cartografı´a
y Cosmografı´a.
Todo el co´digo ha sido desarrollado en ANSI C++, utilizando software de libre distribucio´n,
y se ha publicado en internet con una licencia del tipo LGPL.
En el primer capı´tulo se explica la teorı´a que fundamenta los algoritmos desarrollados, la
mayor parte de la cual proviene del temario impartido en la asignatura Navegacio´n Ae´rea,
Cartografı´a y Cosmografı´a.
En el segundo capı´tulo se presentan las herramientas utilizadas y los procedimientos
seguidos durante el desarrollo. Adema´s se presentan las instrucciones necesarias para
descargar e instalar la librerı´a en un ordenador.
En el tercer capı´tulo se comentan los resultados obtenidos en los experimentos realizados
para comprobar el correcto funcionamiento de la librerı´a.
Finalmente, en el cuarto capı´tulo, se exponen los resultados y conclusiones del trabajo y
se sugieren nuevas ideas de desarrollo para que la librerı´a siga creciendo.
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Overview
In this project, we created an algorithm library which will we used during the laboratory
time of the subject Air Navigation, Cartography and Cosmography.
All the source code has been completely developed in ANSI C++, using free software, and
it has been published in the Internet with an LGPL license.
In the first chapter, all the theoretical fundamentals needed to develop the library have
been explained. Most of them are included in the subject Air Navigation, Cartography and
Cosmography.
In the second chapter we explain which tools were used and all the steps followed during
the library development. It also includes the instructions to download and install the library
in a computer.
In the third chapter, we comment the results obtained in the tests that were done to verify
that the library works correctly.
Finally, in the fourth chapter we expose all the results and conclusions of the project, and
we suggest some new ideas of development to keep the library growing.
A la Berta, per ser sempre al meu costat.
Als de casa, per recolzar-me en tot moment.
“Un pequen˜o paso para el hombre,
un gran paso para la humanidad.”
- Neil Armstrong, 20/07/1969 -
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1INTRODUCCI ´ON
El objetivo general de este Trabajo de Fin de Carrera es la creacio´n de librerı´as de algorit-
mos que sirvan de apoyo en la asignatura ’Navegacio´n Ae´rea, Cartografı´a y Cosmografı´a’,
a la que a partir de ahora llamaremos NACC.
Concretamente, se pretende crear una librerı´a en lenguaje ANSI C++ que contenga herra-
mientas de navegacio´n del temario presentado en el transcurso de la asignatura. El co´digo
desarrollado se publicara´ con una licencia libre del tipo LGPL (para ma´s informacio´n sobre
este tipo de licencia, ver [GNU LGPL]).
Esta librerı´a, que llamaremos LibNav, estara´ ı´ntegramente desarrollada con programas de
libre distribucio´n y estara´ pensada, en un principio, para que se pueda utilizar en cualquier
sistema operativo basado en Linux.
LibNav debe incluir rutinas que permitan realizar las siguientes operaciones:
1. Aplicacio´n de matrices de rotacio´n de vectores.
2. Aplicacio´n de matrices de reflexio´n de vectores.
3. Conversio´n de sistemas de coordenadas de una posicio´n en ECEF a LLA.
4. Conversio´n de sistemas de coordenadas de una posicio´n en LLA a ECEF.
5. Cambio del datum geode´tico utilizado.
6. Ca´lculo de distancias sobre la superficie de la Tierra.
7. Resolucio´n de sistemas de ecuaciones usando el me´todo de los mı´nimos. cuadra-
dos y el de los mı´nimos cuadrados con pesos.
8. Ca´lculo de la posicio´n de un punto respecto a otro en coordenadas horizontales
(azimut y elevacio´n).
El trabajo esta´ organizado en cuatro capı´tulos:
En el primero se explicara´n detalladamente todos los fundamentos teo´ricos que fueron
necesarios durante el desarrollo de los algoritmos contenidos en LibNav.
La mayor parte de los contenidos de este capı´tulo son explicados en [NACC], ya que ha
sido el punto de partida del proyecto.
En el segundo capı´tulo se hablara´ de las herramientas usadas para llevar a cabo el desa-
rrollo de todo el trabajo, ası´ como de los procedimientos seguidos. Adema´s se explica-
ra´ co´mo obtener e instalar en un equipo el software desarrollado durante el transcurso de
este TFC.
En el tercer capı´tulo se comentara´n los resultados obtenidos en los experimentos realiza-
dos para comprobar el correcto funcionamiento de los algoritmos de LibNav.
2 Creacio´n de librerı´as para la asignatura Navegacio´n Ae´rea, Cartografı´a y Cosmografı´a
En el cuarto y u´ltimo capı´tulo se comentara´n los resultados y las conclusiones a las que
se han llegado durante el transcurso del trabajo. En esta´ seccio´n se presentara´n, adema´s,
propuestas de algoritmos a desarrollar para que LibNav siga ampliando sus funcionalida-
des.
En los anexos se podra´ consultar documentacio´n adicional necesaria para la realizacio´n
del proyecto, ası´ como los resultados impresos de los experimentos realizados.
Con este proyecto se demostrara´ la versatilidad y eficiencia del software de libre distribu-
cio´n, y que cualquier estudiante de ingenierı´a que tenga conocimientos avanzados en C++
puede programar algoritmos capaces de realizar ca´lculos relacionados con la navegacio´n.
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CAP´ITULO 1. FUNDAMENTOS TE ´ORICOS
En este capı´tulo se comentara´n los conocimientos ba´sicos necesarios para entender los
procedimientos seguidos durante la realizacio´n del trabajo. Esta´ dividido en secciones
segu´n el a´mbito de aplicacio´n de dicha teorı´a.
1.1. La forma de la Tierra
Para simplificar muchos ca´lculos, es comu´n pensar en la Tierra como si de una esfera se
tratara, pero usando este me´todo so´lo se obtienen resultados ma´s o menos pro´ximos a la
realidad, pues la forma de nuestro planeta es mucho ma´s compleja: ligeramente achatada
en los polos y abultada en el Ecuador, y con el hemisferio sur ma´s voluminoso que el norte,
sin olvidar la orografı´a de la superficie terrestre.
1.1.1. El elipsoide
El elipsoide es una figura matema´tica fa´cil de usar que, debido al parecido existente con
la forma de nuestro planeta, permite obtener un modelo de la Tierra suficientemente fiable
para hacer ca´lculos obteniendo resultados razonablemente precisos cuando se trabajan
las coordenadas del plano: latitud y longitud (ver apartado 1.2.2.).
Figura 1.1: Ejes de un elipsoide de revolucio´n. Fuente [NACC]
Para trabajar en geodesia, la ciencia que trata la representacio´n de la forma y de la su-
perficie de la Tierra (ver [Wiki Geodesia]), existen diferentes modelos de elipsoides, deno-
minados elipsoides de referencia ´Estos se caracterizan por los valores asignados a sus
para´metros ma´s importantes:
• Semieje ecuatorial (a) o semieje mayor : Longitud del semieje correspondiente al
ecuador, desde el centro de masas de la Tierra hasta la superficie terrestre.
• Semieje polar (b) o semieje menor : Longitud del semieje con origen en el centro de
masas de la Tierra hasta uno de los polos.
Una elipse puede describirse mediante la ecuacio´n 1.1:





b2 = 1 (1.1)
• Factor de achatamiento ( f ): Valor que expresa las proporciones del semieje menor
respecto al semieje mayor. Su expresio´n es:
f = 1− b
a
(1.2)
Se puede apreciar que cuanto mas cercano a cero es el valor de f , ma´s parecido a
una esfera es el elipsoide1.
• Otra manera de indicar el achatamiento del elipsoide, es mediante la excentricidad












En la tabla 1.1 se pueden ver los para´metros definitorios de varios elipsoides de referencia.
Elipsoide de referencia a (m) b (m) 1/ f
Australian National 6378160.000 6356774.719 298.250000
Bessel 1841 6377397.155 6356078.963 299.152813
Clarke 1866 6378206.400 6356583.800 294.978698
Clarke 1880 6378249.145 6356514.870 293.465000
Everest 1956 6377301.243 6356100.228 300.801700
Fischer 1968 6378150.000 6356768.337 298.300000
GRS 1980 6378137.000 6356752.314 298.257222
Krassovsky 6378245.000 6356863.019 298.300
International 1924 (Hayford) 6378388.000 6356911.946 297.000000
SGS 85 6378136.000 6356751.302 298.257000
South American 1969 6378160.000 6356774.719 298.250000
WGS 72 6378135.000 6356750.520 298.260000
Tabla 1.1: Para´metros de elipsoide de referencia. Fuente: [µ-Blox, 1]
Adema´s de los para´metros mencionados anteriormente, los elipsoides de referencia pue-
den proporcionar para´metros fı´sicos como la velocidad angular con la que rotan, ası´ como
la traslacio´n y la rotacio´n entre los ejes del elipsoide y los de la Tierra.
Uno de los elipsoides de referencia ma´s utilizados en la actualidad es el descrito en el
sistema denominado World Geodetic System 84 (WGS-84). Dicho sistema tiene el origen
1Si f fuera cero, a y b deberı´an ser ide´nticos para que, al dividirlos, su resultado fuera 1.
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en el centro de masas de la Tierra y es popular a nivel mundial por ser el elipsoide de
referencia usado por el sistema de posicionamiento global por sate´lite Global Positioning
System, comu´nmente conocido como GPS.
En la tabla 1.2 se mencionan algunos de los para´metros del sistema World Geodetic
System - 1984.
Para´metro Sı´mbolo Valor
Semieje mayor de la elipse a 6,378,137.000 m
Semieje menor de la elipse b 6,357,752.314 m
Factor de achatamiento f 1/298.257223563
Velocidad angular de la Tierra ωe 7292115·10−11 rad/s
Tabla 1.2: Para´metros de la Tierra segu´n WGS-84. Fuente: [NACC]
1.1.2. El geoide
Debido a la compleja orografı´a terrestre, el elipsoide no es adecuado para medir altitudes.
Como la mayor parte de la superficie de la Tierra esta´ cubierta por agua (un 70,8 % apro-
ximadamente) se toma como referencia para medir alturas el nivel medio del mar, tambie´n
denominado Mean Sea Level (MSL), que adema´s supone una mejor aproximacio´n a la
forma real de la Tierra vista desde el espacio.
El nivel medio del mar depende, a su vez, de las irregularidades en el campo gravitatorio
de la Tierra, que alteran su posicio´n. El agua de los oce´anos busca estar en equilibrio y,
por ello, tiende a seguir una superficie gravitatoria equipotencial.
El Geoide es el resultado de esta tendencia de equilibrio equipotencial del nivel medio del
mar. Se define como “la superficie equipotencial del campo gravitatorio de la Tierra que
mejor se ajusta al nivel medio del mar ” 2 (ver [NACC]).
En la figura 1.2 se muestra una comparacio´n entre el elipsoide y el geoide.
Figura 1.2: Comparacio´n entre el Elipsoide y el Geoide. Fuente: [NACC]
2El nivel del mar no coincide exactamente con el geoide. Existe una pequen˜a diferencia debida a a la
salinidad del agua, las corrientes marinas, la temperatura a la que se encuentra y otros efectos locales.
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En las zonas continentales, donde la referencia del mar es inexistente, se toman medidas
cuidadosas para poder utilizar una referencia de alturas comu´n y coherente.
Obtener una medicio´n precisa del geoide a nivel global es realmente complejo, pues la
corteza terrestre no es homoge´nea y por lo tanto su densidad no es uniforme, hecho que
afecta localmente a la fuerza gravitatoria. Sin embargo, es posible calcular una aproxima-
cio´n a la expresio´n del potencial gravitatorio de la Tierra mediante un desarrollo en serie
de armo´nicos (ver [Wiki Geoid] y [Wiki Spherical harmonics]).
La expresio´n 1.4 permite relacionar matema´ticamente al geoide con el elipsoide.
h = H +N (1.4)
Teniendo en cuenta que h es la altura de un punto con respecto al elipsoide (altura elip-
soidal), N es la altura del geoide respecto al elipsoide (ondulacio´n del geoide) y H es la
altura del punto con respecto al geoide (altura ortome´trica) (ver figura 1.3).
Figura 1.3: Relacio´n entre alturas de geoides y elipsoides. Fuente: [ESRI]
1.1.3. El datum geode´tico
Tal como se ha comentado, un elipsoide global aproxima bien la forma de la Tierra en su
conjunto y es razonablemente preciso en lo que se refiere al ca´lculo de coordenadas de
latitud y longitud. No obstante, existe la posibilidad de minimizar localmente las diferencias
entre el elipsoide y el geoide usando un elipsoide local.
El datum geode´tico, o simplemente datum, es el conjunto de para´metros que describen la
relacio´n entre un elipsoide local y un sistema global de referencia.
Un datum se define por los siguientes para´metros:
• El semieje mayor a del elipsoide de referencia.
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• El factor de achatamiento f del mismo elipsoide.
• Las coordenadas de traslacio´n del origen del elipsoide local con respecto al centro
de masas de la Tierra: ∆X , ∆Y , ∆Z.
Cuando las coordenadas ∆X , ∆Y y ∆Z son iguales a cero, se puede puede definir el datum
como datum absoluto. Un ejemplo de datum absoluto serı´a el GRS-19803.
En la tabla 1.3 se pueden ver los para´metros de conversio´n para algunos datums comu-
nes.
Datum Elipsoide de referencia ∆X ∆Y ∆Z
Arc 1960 - Tanzania Clarke 1880 -175 -23 -302
Australian Geodetic 1984 Australian National -134 -48 -149
Estonia Coordinate System 1937 Bessel 1841 374 150 588
Indian - India, Nepal Everest 1956 295 736 257
North American 1983 - Hawaii GRS 1980 1 1 -1
S-42 (Pulkovo 1942) - Czechoslovakia Krassovsky 1940 26 -121 -78
Tabla 1.3: Para´metros de algunos datums comunes. Fuente: [µ-Blox, 1]
Adema´s de los para´metros citados, puede ser necesario realizar una rotacio´n de los ejes
del elipsoide (Se explica el me´todo en el apartado 1.2.6.1.) y una correccio´n de escala
para lograr una mejor concordancia entre el geoide y el elipsoide local. Por este motivo, al
pasar de un datum a otro suelen ser necesarios siete para´metros (ver [NACC]):
• 3 traslaciones: ∆X , ∆Y , ∆Z.
• 3 rotaciones: εx, εy, εz.
• El factor de escala m.




























1.2. Sistemas de coordenadas terrestres
Para conocer la posicio´n de un punto en el espacio, es decir, la separacio´n que existe
entre el punto dado y puntos o ejes de referencia predeterminados, se pueden usar varios
3El GRS-1980 (Geodetic Reference System 1980) es el elipsoide global usado por el WGS-84. Fuente:
[Wiki GRS80]
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me´todos, y dependiendo del uso que le queramos dar a las medidas tomadas se usara´ un
sistema de referencia u otro.
A continuacio´n se comentara´n los sistemas de coordenadas ma´s usados, todos ellos in-
cluidos en la librerı´a LibNav.
1.2.1. ECEF
El sistema ECEF (Earth Centered - Earth Fixed), tambie´n llamado Conventional Terrestrial
System (CTS), es un sistema de coordenadas Cartesiano que, como su nombre indica,
esta´ centrado en el centro de la Tierra (ver figura 1.4) y rota fijado a su superficie. Debido
a sus cualidades, es un sistema muy usado en GPS.
Las caracterı´sticas principales del sistema ECEF son:
• Utiliza coordenadas tridimensionales en los ejes ~X ,~Y ,~Z, habitualmente expresadas
en metros.
• Su origen esta´ en el centro de masas de la Tierra.
• El eje ~Z coincide con el eje de rotacio´n de la Tierra.
• El eje ~X viene dado por la interseccio´n entre el Meridiano de Greenwich y el plano
que pasa por el centro de masas de la Tierra y es ortogonal al eje ~Z, que al inter-
sectar la superficie terrestre define al Ecuador.
• El eje~Y esta´ definido por la direccio´n que es perpendicular a los dos ejes anteriores
y esta´ orientado a derechas:
~Xx~Z =~Y
1.2.2. LLA
El sistema LLA (Latitud, Longitud, Altitud) consiste en dividir la superficie terrestre en una
cuadrı´cula imaginaria formada por los paralelos y meridianos. Para especificar la posicio´n
se necesitan al menos dos para´metros: la latitud y la longitud.
La latitud es el parametro que, tomando como referencia el ecuador (latitud 0o), determina
cuan hacia el norte o hacia el sur se encuentra ubicado un punto.
A cada uno de los polos se les asigna la latitud 90o, correspondiente al a´ngulo que forma
el polo con el centro de la Tierra y el ecuador, por ese motivo, la latitud tiene un rango
de 0o a 90o. Para diferenciar si la posicio´n esta´ al norte o al sur del ecuador, se suele
acompan˜ar el valor de la latitud con las letras ’N’ o ’S’ respectivamente. Tambie´n se suelen
usar valores positivos para indicar que es latitud norte, y negativos si es latitud sur.
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Figura 1.4: Ejes de referencia del sistema ECEF y su rotacio´n alrededor del eje polar,
sincronizada con la de la Tierra. Fuente: Adaptacio´n de [NACC]
La latitud designa los paralelos, interseccio´n entre la superficie terrestre y un plano para-
lelo al plano del ecuador. Los paralelos ma´s conocidos, aparte del ecuador, son:
• Tro´pico de Ca´ncer : Latitud 23o 27’ N
• Tro´pico de Capricornio: Latitud 23o 27’ S
• Cı´rculo Polar ´Artico: Latitud 66o 33’ N
• Cı´rculo Polar Anta´rtico: Latitud 66o 33’ S
La longitud es el parametro que, tomando como referencia el Meridiano de Greenwich,
indica cuan hacia el este o el oeste se encuentra un punto determinado. Para ello se le
asigna la longitud 0o al Meridiano de Greenwich; si la posicio´n esta´ al este de Greenwich
la longitud se anota en signo positivo o va seguido de la letra ’E’. Por el contrario, si la
posicio´n esta´ al oeste de dicho meridiano, la longitud se suele escribir como un valor
negativo o seguida de la letra ’W’ (del ingle´s, west).
A diferencia de la latitud, el rango posible de longitud es de 180o. La longitud designa los
meridianos, cada uno de los cuales tiene su antimeridiano (el meridiano que se encuentra
a 180o).
Para ubicar un punto mediante el sistema de coordenadas LLA, se debe indicar cua´l es
su latitud, su longitud (ver figura 1.5) y la altitud, en metros, respecto el nivel del mar. Este
sistema es muy utilizado para el posicionamiento global terrestre y marı´timo, ası´ como en
la navegacio´n ae´rea.
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Figura 1.5: Ejemplo de ubicacio´n mediante el sistema LLA. Fuente: [Proteccio´n Civil]
1.2.3. UTM
La representacio´n cartogra´fica del globo terrestre, ya sea como una esfera o como un elip-
soide, supone un problema, ya que no existe ningu´n modo de hacer una representacio´n
plana (en soporte papel, por ejemplo) sin que sufra alguna distorsio´n, pues la esfera y el
elipsoide no son superficies desarrollables.
Por contra, los conos y los cilindros sı´ son superficies desarrollables. En ambos casos,
basta con cortar dichas superficies por un lugar conveniente y seguidamente las podemos
estirar sin deformarlas y convertirlas en planos.
La elaboracio´n de una carta de navegacio´n consiste en proyectar la superficie de la Tierra
sobre una de estas superficies (plano, cono o cilindro), escogiendo un conjunto de reglas
geome´tricas que se aplicara´n sistema´ticamente a toda la superficie a proyectar.
Existen muchos tipos de proyecciones, cada una con sus caracterı´sticas particulares, sus
ventajas y sus desventajas. En el caso del sistema UTM (del ingle´s, Universal Transverse
Mercator) se debe hablar de la proyeccio´n cilı´ndrica transversa conforme, pues la su-
perficie de proyeccio´n es un cilindro, su eje es paralelo al plano ecuatorial de la Tierra
(transversal) y el tipo de proyeccio´n preserva los a´ngulos a nivel local (conformidad). Se
puede obtener informacio´n ma´s detallada sobre los diferentes tipos de proyecciones en
[NACC] y en [ALONSO].
En el sistema de coordenadas UTM, el cilindro usado para la proyeccio´n se orienta de
modo que su superficie sea perpendicular a una longitud o meridiano determinado, deno-
minado Meridiano Central.
Adema´s, su radio es ligeramente inferior al de la Tierra en el ecuador, por lo que corta con
la superficie terrestre a lo largo de dos lı´neas paralelas al meridiano central. ´Estas son las
lı´neas secantes (ver [TOUCHE]). Se puede ver un ejemplo en la figura 1.6.
Una carta de navegacio´n elaborada para usar el sistema UTM se construye mediante la
unio´n de 60 proyecciones correlativas con 6o de diferencia entre el meridiano central de
una y el de la siguiente4. De este modo se forma una gratı´cula5, que permite dividir el
globo terrestre en 60 zonas (denominadas husos) de 6o de longitud cada una.
4Se puede observar que 6o ∗60 = 360o, el cı´rculo completo alrededor de la Tierra
5Quiza´s ma´s conocida como grid.
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Figura 1.6: Proyeccio´n transversal cilı´ndrica usada para realizar la proyeccio´n UTM. Fuen-
te: [DMA TM-8358.2]
El huso 1 comprende todo aquel territorio que se encuentre entre las longitudes 180oW y
174oW, siendo 177oW su meridiano central. Consecuentemente, el huso 2, comprende el
territorio situado entre 174oW y 168oW, con 171oW como meridiano central.
El primer huso despues del Meridiano de Greenwich es el 31, comprende las longitudes
entre 0o y 6oE y su meridiano central se encuentra en 3oE. Cabe destacar que hay zonas
en el norte de Europa que, excepcionalmente, no siguen estrictamente estos para´metros.
El rango de latitudes del sistema de coordenadas UTM se mueve entre 80oS y 84oN.
Como la distorsio´n fuera de este rango es elevada, se opto´ por usar otro sistema de coor-
denadas distinto, el UPS (se habla de ello en el apartado 1.2.4.). Para facilitar la tarea
de posicionamiento, tambie´n se ha dividido el rango de latitudes en distintas zonas de 8o.
Para diferenciarlas de las zonas longitudinales, a e´stas se las denomina con una letra. La
primera zona latitudinal en el sistema UTM es la C, que cubre el rango de latitudes com-
prendidas entre 80oS y 72oS, la siguiente zona es la D, que tambie´n cubre 8o y ası´ hasta
llegar a la X, que es una excepcio´n y cubre 12o en lugar de 8 (72oN - 84oN). Las letras ’I’
y ’O’ no se usan para evitar ser confundidas por los nu´meros 1 y 0 respectivamente. En la
figura 1.7 se pueden ver las distintas zonas UTM.
Cualquier punto de la Tierra, fuera de las zonas polares, puede ser ubicado especificando
su zona UTM y la posicio´n que ocupa dentro de ella. Para determinar una posicio´n dentro
de una zona, se indica el Easting, que toma como referencia el meridiano central, y el
Northing, que usa el ecuador.
El easting indica cuan al este o al oeste del meridiano central se encuentra el punto de
estudio. Para ello, se le otorga a la longitud de referencia el valor de 500.000 m. Cuando
el punto de estudio se encuentre al este del meridiano central, su easting sera´ superior a
500.000 m, por lo contrario, si el punto esta´ al oeste de dicho meridiano, su valor sera´ in-
ferior.
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Figura 1.7: Zonas UTM. Fuente: [Harvard]
El northing indica cuan al norte o al sur del ecuador se encuentra el punto de estudio. Para
el hemisferio norte, el northing sera´ la distancia entre la posicio´n y el ecuador, mientras
que en el hemisferio sur se le asigna al ecuador el valor referencial de 10.000.000 m y el
northing sera´ la distancia entre el punto y el ecuador restado de dicho valor.
Para indicar la posicio´n se puede usar cualquier unidad de longitud, aunque se suele usar
las unidades del SI (Sistema Internacional), es decir, los metros (m). En la figura 1.8 se
pueden ver los ca´lculos de 4 posiciones distintas.
1.2.4. UPS
La proyeccio´n UPS (Universal Polar Stereographic) es el sistema usado para definir regio-
nes en los polos, y es uno de los tipos de proyeccio´n ma´s simples.
Su superficie de proyeccio´n es un plano centrado en uno de los polos geogra´ficos que in-
tersecta la superficie terrestre en la latitud conocida como paralelo esta´ndar, y transforma
los paralelos en circunferencias conce´ntricas con centro en el polo y los meridianos en
rectas que pasan por el mismo. La escala de proyeccio´n es correcta en todo el paralelo
esta´ndar, a medida que la posicio´n se va alejando de e´l la escala va aumentando.
Igual que en el sistema UTM, esta proyeccio´n permite crear una gratı´cula que permite
definir posiciones segu´n la zona del polo en la que e´stas se encuentran.
1.2.5. Sistema de coordenadas local
En ocasiones es necesario referir un punto con respecto a otro que se encuentra en o
cerca de la superficie terrestre. Un sistema de este tipo puede definirse en cualquier lugar,
siempre que las coordenadas del punto de referencia (punto de origen) sean conocidas.
Fundamentos teo´ricos 13
Figura 1.8: Ejemplos de ca´lculos de posiciones UTM. Fuente [TOUCHE]
Dos de los sistemas de coordenadas locales ma´s utilizados son el sistema NED (Norte-
Este-Abajo) y el sistema NEU (Norte-Este-Arriba). Ambos esta´n centrados en un punto P,
las coordenadas del cual se conocen mediante la posicio´n dada por el sistema ECEF.
El sistema NED se caracteriza por ser un sistema a derechas, centrado en un punto de
origen conocido y con sus ejes orientados hacia el norte, el este, y en direccio´n normal a la
superficie terrestre, apuntando hacia el interior de la Tierra. Sus ejes cumplen la expresio´n
~nx~e = ~d.
El sistema NEU, en cambio, es un sistema a izquierdas, de manera que cuando se centra
su origen en un punto conocido de la Tierra, sus ejes esta´n orientados hacia el norte, el
este y en direccio´n normal a al superficie terrestre, apuntando en direccio´n contraria al
centro de la Tierra. Sus ejes cumplen la expresio´n~nx~e = −~u
En la figura 1.9 se presentan dos esquemas que relacionan el sistema ECEF con los
sistemas de coordenadas NED y NEU.
1.2.6. Conversiones entre sistemas de coordenadas
Existen me´todos para poder transformar los datos de un sistema de coordenadas a otros.
En este apartado se explicara´n los me´todos usados en LibNav para poder realizar con-
versiones entre los sistemas comentados anteriormente.
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Figura 1.9: Sistemas NED y NEU sobre el sistema ECEF. Fuente: [NACC]
1.2.6.1. Matrices de rotacio´n
En determinados momentos puede ser necesario convertir de un sistema a otro mediante
rotaciones alrededor de los ejes de coordenadas. Un ejemplo puede ser el seguimiento
de la trayectoria de un sate´lite alrededor de la Tierra, teniendo en cuenta tanto el des-
plazamiento del sate´lite como la rotacio´n del planeta (y por tanto, la rotacio´n del sistema
ECEF).
Para poder realizar el seguimiento correctamente, se deben convertir las coordenadas del
sate´lite a un sistema comu´n. En este ejemplo, si tenemos el tiempo transcurrido entre las
mediciones de la posicio´n del sate´lite y conocemos la velocidad angular de rotacio´n de la
Tierra6, sabremos el a´ngulo con el que difieren ambos sistemas.
Si observamos la figura 1.10, que plasma gra´ficamente la rotacio´n de la Tierra alrededor
del eje~Z para el ejemplo comentado, se puede ver que la distancia r desde el origen hasta
el punto P es igual en ambos sistemas, de modo que las respectivas coordenadas (x,y)
e (x′,y′) se pueden escribir de la siguiente forma:
x = r cosα
y = r sinα
x′ = r cos(α−β)
y′ = r sin(α−β)
Si aplicamos las expresiones para diferencias de a´ngulos, obtenemos las expresiones que
nos permiten realizar una ra´pida conversio´n del sistema:
6La rotacio´n de la Tierra so´lo tiene lugar alrededor del eje ~Z, y su velocidad angular esta´ indicada en la
tabla 1.2
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Figura 1.10: Rotacio´n alrededor del eje ~Z
x′ =r cos(α−β) = r(cosαcosβ+ sinαsinβ)
=r cosαcosβ+ r sinαsinβ
x′ =xcosβ+ ysinβ (1.6)
y′ =r sin(α−β) = r(sinαcosβ− cosαsinβ)
=r sinαcosβ− r cosαsinβ
y′ =− xsinβ+ ycosβ (1.7)















La ecuacio´n 1.8 determina la rotacio´n para dos dimensiones. Se pueden obtener las ecua-
ciones para la rotacio´n tridimensional mediante un procedimiento semejante. Como a los
ejes coordenados ~X , ~Y e ~Z se les suele llamar 1, 2 y 3, entonces a sus matrices de
rotacio´n se les llama R1, R2 y R3.
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R1(β) =




























Donde Ri debe sustituirse por R1, R2 o´ R3 segu´n alrededor de cua´l eje se rote. El valor
de β se considerara´ positivo cuando el giro se realice en el sentido de la regla de la mano
derecha, y negativo cuando se realice en sentido contrario.
1.2.6.2. Matrices de reflexio´n
A veces, puede ser u´til invertir el sentido en el que apunta uno o varios ejes de un sistema
de coordenadas dado. Para ello, se pueden usar las matrices de reflexio´n, variantes de la
matriz identidad que varı´an el sentido del eje de intere´s.
S1(β) =


















1.2.6.3. Conversio´n LLA - ECEF
Las expresiones siguientes permiten convertir de LLA a ECEF. Las unidades de longi-
tud (distancia) utilizadas deben estar expresadas en metros y los a´ngulos en grados (el
me´todo de LibNav se encarga de transformarlos a radianes).
Para empezar, se debe calcular el radio de curvatura de la Tierra a una latitud ϕ dada a
partir de los datos del elipsoide7:
N =
a√
1− e2 sin2 ϕ
(1.16)
Una vez conocido este dato ya se pueden realizar las conversiones correspondientes,
donde la latitud es ϕ, la longitud es β y la altura es h.
X = (N +h)cosϕcosβ (1.17)








1.2.6.4. Conversio´n ECEF - LLA
Para realizar la conversio´n del sistema ECEF al sistema LLA existen muchos me´todos.
Aquı´ se ha usado uno de los ma´s simples, basado en un procedimiento iterativo.















3. Se utiliza la estimacio´n anterior para calcular la posicio´n:
7Como ya se comento´ anteriormente, a es la longitud del semieje mayor del elipsoide y e es la excentri-
cidad del mismo (Ver el apartado 1.1.1.).
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Ni =
a√














4. Mediante un procedimiento de iteracio´n, se debe repetir el paso anterior hasta con-
seguir el nivel de convergencia deseado.
1.2.6.5. Conversio´n ECEF - NED
Para convertir el sistema de coordenadas de una posicio´n conocida de ECEF a NED,
debemos realizar dos rotaciones alrededor de sus ejes de coordenadas. Para ello aplica-
remos las matrices de rotacio´n (comentadas en el apartado 1.2.6.1.) a un sistema ECEF
centrado en la posicio´n conocida.
La primera rotacio´n se realizara´ sobre el eje Z en direccio´n horaria, haciendo que el eje
Y apunte hacia el este. Para ello aplicaremos la matriz de rotacio´n 1.20 al sistema de
coordenadas, haciendo que gire en sentido positivo el a´ngulo equivalente a la longitud a
la que se encuentra la posicio´n. En la figura 1.9, la longitud serı´a λ.
R3(λ) =





Seguidamente, como el objetivo es que el eje X apunte hacia el norte y que el eje Z
apunte hacia abajo, se aplicara´ una rotacio´n alrededor del eje Y , que ahora ya podrı´a
denominarse eje E, pues esta´ apuntando al este.
De acuerdo con la regla de la mano derecha, la rotacio´n que se debera´ aplicar sera´ nega-
tiva, en sentido antihorario, y su valor sera´ −(90+φ), donde φ es la latitud de la posicio´n
en la que se encuentra centrada el sistema.
En la ecuacio´n 1.21, se puede ver como queda la matriz de rotacio´n para el segundo giro.
R2(−90−φ) =











Con esta segunda rotacio´n ya hemos obtenido el resultado que se buscaba: se ha conver-
tido del sistema de coordenadas ECEF al sistema local NED. Resumiendo, la expresio´n
de transformacio´n de ECEF a NED sera´:
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~P[NED] = R2(−90−φ)R3(λ)~P[ECEF] (1.22)
1.2.6.6. Conversio´n ECEF - NEU
Para convertir un sistema de coordenadas ECEF al sistema NEU, lo primero que debe
hacerse es aplicar los pasos descritos en el apartado 1.2.6.5.
Partiendo del sistema NED, es fa´cil transformar los ejes para obtener el sistema NEU,
solo debe aplicarse la matriz de reflexio´n (comentada en el apartado 1.2.6.2.) al eje que
apunta hacia abajo, es decir, la que afecta al tercer eje:
S3 =





De esta manera se invierte el sentido de dicho eje, haciendo que en lugar de apuntar
hacia abajo apunte hacia arriba. La expresio´n completa de la transformacio´n desde ECEF
hasta NEU es la siguiente:
~P[NEU ] = S3R2(−90−φ)R3(λ)~P[ECEF] (1.23)
1.3. Sistemas de coordenadas celestes
Se conocen como sistemas de coordenadas celestes aquellos sistemas que esta´n pensa-
dos para ubicar puntos en el espacio. En la actualidad se usan varios sistemas distintos,
pero en LibNav solamente se ha introducido uno, el sistema de coordenadas horizontal.
1.3.1. Sistema de coordenadas horizontal
El sistema de coordenadas horizontal usa como plano de referencia el horizonte local del
observador. El punto que se encuentra justo encima del observador es conocido como
zenit, mientras que el punto que se encuentra justo por debajo suyo se llama nadir.
Las coordenadas usadas en este sistema son:
• Azimut (Az): Es el a´ngulo a lo largo del horizonte local entre el norte y el punto P a
ubicar. Se mide positivamente en el sentido horario.
• Elevacio´n (Elev): Es el a´ngulo entre el horizonte local y el punto P a ubicar.
En la figura 1.11 se ilustra este sistema de referencia. El plano esta´ determinado por el
horizonte local y la estrella marca el punto a ubicar dentro de la esfera celeste.
20 Creacio´n de librerı´as para la asignatura Navegacio´n Ae´rea, Cartografı´a y Cosmografı´a
Figura 1.11: Sistema de coordenadas horizontal. Fuente: [Wiki Horizontal System]
1.3.1.1. Distancia al horizonte
Para muchas aplicaciones es interesante conocer la distancia de un observador a la linea
del horizonte. Hay tres horizontes distintos segu´n la referencia que el observador tenga
en cuenta:
• Horizonte astrono´mico: Es el definido por el plano paralelo a la superficie terrestre
en la posicio´n del observador.
• Horizonte visible: Es el horizonte que resta cuando se tienen en cuenta los obsta´cu-
los alrededor del observador.
• Horizonte verdadero: Esta´ marcado por una linea imaginaria tangente a la superficie
terrestre tomando el observador como punto de origen de la misma. La distancia
de la linea de visio´n variara´ en funcio´n de la altura desde la que se observa y de
curvatura de la Tierra en esa zona.
La figura 1.12 muestra las diferencias entre los distintos horizontes.
Se puede calcular la distancia en linea recta al horizonte. Si la altura del observador h
viene dada en metros y es mucho menor que el radio R de la Tierra, una expresio´n apro-









Donde deben utilizarse las mismas unidades para todas las magnitudes.
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Figura 1.12: Los diferentes tipos de horizontes Fuente: NACC
Existe tambie´n una ecuacio´n para obtener la distancia a lo largo del arco terrestre desde







1.4. Distancias entre puntos sobre la Tierra
Para calcular distancias entre puntos sobre la superficie terrestre se debe tener en cuenta
que e´sta no es plana, lo que significa que si se miden las distancias sobre un mapa
existira´n ciertas distorsiones (que dependerı´an del tipo de mapa). Esto es fruto de la
imposibilidad de plasmar sin error alguno la verdadera forma del planeta sobre un plano.
Generalmente, para obtener una distancia aproximada entre dos puntos, se suele suponer
que la Tierra es una esfera perfecta. De este modo se simplifican mucho los ca´lculos de
distancias, pero se debe pagar el precio de la inexactitud.
Para obtener un resultado ma´s semejante a la distancia real, es necesario que se tome
en cuenta la verdadera forma de la Tierra, es decir, la distancia entre dos puntos distintos
situados encima de un elipsoide de revolucio´n. LibNav aplica dicho criterio usando el
Me´todo Andoyer.
1.4.1. Me´todo Andoyer
El me´todo Andoyer permite obtener una estimacio´n de la distancia bastante precisa, pues
las calcula teniendo en cuenta los para´metros del elipsoide y la posicio´n que ocupan los
dos puntos sobre e´ste.
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Para ello, lo primero que se debe hacer es calcular unas cantidades auxiliares obtenidas




G = ϕ1 −ϕ2
2
λ = β2 −β1
2
S = (sinG)2(cosλ)2 +(cos f )2(sinλ)2











Donde a es el semieje mayor del elipsoide expresado en kilo´metros. Las u´ltimas expresio-







Finalmente, se puede encontrar la distancia m, expresada en kilo´metros, con la expresio´n:
m = D
(
1+ f H1 (sinF)2 (cosG)2 − f H2 (cosF)2 (sinG)2
) (1.27)
En la que f es el factor de achatamiento.
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Este procedimiento permite conocer el grado de exactitud de la medida de la distancia,
pues aplicando la ecuacio´n siguiente se puede calcular el error aproximado:
ε = m · f 2 (1.28)
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CAP´ITULO 2. METODOLOG´IA
Para la creacio´n de la librerı´a LibNav ha sido necesario plantear y seguir una pauta de
procedimientos que permitiera aprovechar de la forma ma´s eficiente posible el tiempo
empleado en su desarrollo.
Tambie´n han sido necesarias varias herramientas de software para crear, modificar y pro-
bar el correcto funcionamiento de los me´todos creados, y para controlar, por parte del
tutor, la correcta evolucio´n del proyecto.
En este capı´tulo se presentara´n cada una de las herramientas usadas, ası´ como una
explicacio´n ba´sica de su utilizacio´n. Tambie´n se explicara´ todo el proceso de desarrollo
de LibNav, y los procedimientos que debera´ seguir el usuario final para obtener e instalar
la librerı´a de algoritmos.
2.1. Herramientas
En esta seccio´n se comentara´n las herramientas de software utilizadas durante el desa-
rrollo de LibNav. Las explicaciones se centrara´n en la utilidad de cada herramienta y en
una explicacio´n ba´sica de su funcionamiento.
Es importante destacar que LibNav ha sido desarrollada ı´ntegramente con software de
libre distribucio´n, totalmente gratuito, con la intencio´n de demostrar el correcto funciona-
miento de dichas aplicaciones y animando a los desarrolladores a utilizarlas para sus
proyectos.
2.1.1. Ubuntu 7.04
´Esta es, sin duda, una de las herramientas ma´s importantes de todo el proyecto. Esta
distribucio´n del sistema operativo Linux ha servido de base para instalar todas las herra-
mientas de software usadas durante el desarrollo de las librerı´as, y para la comprobacio´n
de su correcto funcionamiento.
Adema´s, Ubuntu incorpora una serie de aplicaciones generales que tambie´n han servido
de ayuda durante el desarrollo del proyecto, como por ejemplo:
• Mozilla Firefox: Navegador web.
• Calculadora: Calculadora cientı´fica de fa´cil manejo.
• GIMP: Editor de ima´genes. Se ha usado para cambiar el formato de algunos ficheros
de imagen incluidos en este documento. Para ma´s informacio´n se puede consultar
[GIMP].
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2.1.2. Subversion
´Este es un programa de control de versiones. Permite compartir con otros componentes
del grupo de desarrollo1 la versio´n ma´s actual del proyecto en que se esta´ trabajando.
En esencia, Subversion permite colgar en un ordenador (que sirve de servidor) los ficheros
que componen el proyecto. Esta herramienta se encarga entonces de llevar un control
cada vez que se realiza una modificacio´n en cualquiera de dichos ficheros. A su vez,
permite la descarga de los mismos desde los ordenadores de los componentes del grupo
de desarrollo.
Esta herramienta ha sido muy utilizada durante el proyecto, tanto en el desarrollo de Lib-
Nav como en el transcurso de la escritura de este documento. Se decidio´ usar este soft-
ware por la gran cantidad de ficheros que requiere la librerı´a. Adema´s, en el caso que
hubiera un error grave durante la edicio´n de alguno de los ficheros, Subversion habrı´a
permitido volver a descargar la u´ltima versio´n colgada en el repositorio o regresar a una
versio´n anterior del proyecto, hecho que ayudarı´a a detectar errores.
Subversion puede ser descargado de [SVN], su pa´gina web oficial.
2.1.3. Anjuta IDE 1.2.4a
Juntamente con Ubuntu, e´sta ha sido la herramienta ma´s usada en el desarrollo de las
librerı´as de algoritmos.
Anjuta es un Entorno de Desarrollo Integrado (IDE) que permite usar varios lenguajes
de programacio´n, entre los que se incluyen C, C++ y Java. Se trata de un software muy
versa´til que proporciona al desarrollador mu´ltiples herramientas de programacio´n y otras
ayudas que facilitan esta tarea (como, por ejemplo, un depurador ), adema´s de permitir
adaptar el co´digo para su uso por parte de otros programas de creacio´n de interfaz gra´fica
(GUI).
Aunque la escritura de co´digo se puede realizar mediante cualquier editor de texto, se
opto´ por usar esta herramienta por diversos motivos, entre los que destacan los siguientes:
• Proporciona un acceso ra´pido y ordenado a los ficheros del proyecto en que se
esta´ trabajando.
• Facilita el acceso a los ficheros del proyecto que se encuentran abiertos.
• Permite compilar, construir y ejecutar el co´digo del proyecto en edicio´n, hecho que
permite realizar comprobaciones de funcionamiento con agilidad.
• Incluye llamadas al depurador de co´digo, lo que en determinados momentos puede
ser de gran utilidad.
1En este caso, para compartir con el tutor de mi trabajo, el Prof. Dagoberto Salazar
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• Permite acceder ra´pidamente a cualquier me´todo escrito en el fichero de co´digo,
gracias al uso de etiquetas inteligentes.
Se pueden encontrar las instrucciones detalladas de instalacio´n de Anjuta en [Anjuta], su
pa´gina web.
2.1.4. Doxygen
Doxygen es un sistema capaz de generar documentacio´n a partir de un fichero fuente,
pudiendo configurar el programa para que extraiga los comentarios de los ficheros de
co´digo escritos en C++, C y Java, entre muchos otros. Dicha documentacio´n puede gene-
rarse en formato HTML, RTF, PostScript, LATEX o PDF.
Todos los ficheros de LibNav se han escrito de modo que la documentacio´n del co´digo
se cree automa´ticamente en formato HTML, proporcionando a los desarrolladores una
pequen˜a ayuda que les permita entender el funcionamiento interno de la librerı´a.
Se puede encontrar ma´s informacio´n acerca de esta utilidad en [Doxygen].
2.1.5. Kile 1.9.3
Kile es el editor de documentacio´n en formato LATEX que se ha usado para escribir este
documento.
LATEX es un programa basado en el lenguaje de programacio´n TEX que se encarga de
dar un formato homoge´neo a la documentacio´n, es decir, el usuario introduce el texto
siguiendo unas instrucciones especı´ficas y el programa, mediante unas plantillas creadas
previamente2, retorna un documento completamente formateado.
LATEX es muy u´til cuando se debe escribir documentacio´n en un formato preestablecido,
como es el caso. Adema´s, sus recursos de escritura de fo´rmulas matema´ticas son real-
mente potentes, y el uso de las referencias cruzadas es relativamente sencillo.
Para ma´s informacio´n referente al uso de LATEX, se puede consultar el documento [LATEX 1]
citado en la bibliografı´a, mientras que para mayor informacio´n acerca del editor que se ha
usado en la elaboracio´n de este documento se puede consultar la informacio´n contenida
en [Kile].
2En el caso de este documento, la plantilla usada ha sido creada por el Prof. Xavier Prats Mene´ndez, que
la ha adaptado al formato de presentacio´n preestablecido en la normativa de Trabajos de Final de Carrera de
la Escuela Polite´cnica Superior de Castelldefels, centro adjunto a la Universidad Polite´cnica de Catalunya.
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2.1.6. Bash
Bash es el nombre del terminal de comandos (’shell’) incluido en Ubuntu. Debido al inten-
sivo uso que se le ha hecho de esta herramienta, se ha creı´do conveniente incluirlo en
esta seccio´n del trabajo.
Aunque Anjuta permite compilar, construir y ejecutar el co´digo implementado, el Bash
ofrecı´a una mayor agilidad de trabajo en el momento de realizar los mismos procesos,
permitiendo adema´s un ra´pido acceso a los diferentes archivos del proyecto, ası´ como
acceder a comandos de programas que se ejecutan mediante comandos introducidos en
la consola (como son el Doxygen y el Subversion, comentados en las secciones 2.1.4. y
2.1.2. respectivamente).
En [Bash] se puede encontrar gran cantidad de informacio´n y documentacio´n detallada
sobre esta utilidad.
2.1.7. Octave
Octave es un potente programa de ca´lculo matema´tico desarrollado especialmente para
realizar computacio´n nume´rica de alto nivel. Incorpora numerosas funciones y me´todos
que agilizan la resolucio´n de problemas algebraicos complejos.
Este programa de ca´lculo, de reconocida calidad, se ha utilizado en el transcurso de es-
te proyecto como referencia para comparar sus resultados con los de algunos ca´lculos
matema´ticos realizados por me´todos implementados en LibNav.
Para ma´s detalles acerca del potencial de este software se puede consultar la informacio´n
contenida en [Octave].
2.1.8. GPS Toolkit
La GPS Toolkit, tambie´n conocida como GPSTk, es una librerı´a de algoritmos creada con
la intencio´n de proporcionar a los desarrolladores una serie de herramientas y aplicacio-
nes relacionadas con la navegacio´n por sate´lite. Usa me´todos de programacio´n de nivel
experto y esta´ en continuo desarrollo.
Se ha considerado como una herramienta ma´s dentro del proyecto porque es uno de sus
pilares. De la GPSTk provienen varios ficheros con los me´todos de ca´lculo matricial y
vectorial contenidos en LibNav, adema´s de otros ficheros que se usara´n en el futuro.
Este intercambio de co´digo ha sido posible debido a que la GPSTk es un proyecto de
software abierto que tiene la misma licencia que LibNav (es decir, LGPL).
Se puede obtener ma´s informacio´n sobre este proyecto en [GPSTK].
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2.1.9. SourceForge
SourceForge es la herramienta de distribucio´n del proyecto LibNav.
Se trata de una pa´gina web que ofrece el almacenamiento y distribucio´n de software
desarrollado en co´digo abierto. Permite centralizar los recursos de cada proyecto, encon-
trar colaboradores y/o desarrolladores interesados, y facilita la descarga de los ficheros
que constituyen el proyecto.
El contenido de LibNav tiene su propio espacio en SourceForge. Es allı´ donde se cuelgan
los ficheros usando el ya comentado gestor de versiones Subversion (seccio´n 2.1.2.).
Para mayor informacio´n acerca de este sitio web se puede visitar [SourceForge].
2.2. Desarrollo
La librerı´a de algoritmos LibNav es el resultado de un replanteamiento de las funciones
de la librerı´a GPSTk (ver apartado 2.1.8.), pues se han tomado como base parte de sus
librerı´as de vectores, matrices, herramientas estadı´sticas, etc.
Libnav ha seguido un crecimiento escalado y ordenado, siguiendo siempre un proceso
de desarrollo lo´gico y funcional. Se ha partido del elemento ma´s ba´sico e indispensable
para la navegacio´n para, desde allı´, seguir creciendo con clases y me´todos cada vez ma´s
complejos siguiendo una pauta simple y eficaz:
1. Plantear el objetivo.
2. Analizar las distintas soluciones sobre papel y elegir la ma´s adecuada segu´n las
necesidades y las posibilidades.
3. Escribir sobre papel un borrador del co´digo a implementar para alcanzar el objetivo.
4. Implementar el co´digo.
5. Comprobar el correcto funcionamiento del co´digo implementado mediante herra-
mientas externas3 y corregirlo en el caso de que el resultado sea insatisfactorio.
6. Colgarlo en el repositorio usando Subversion (ver apartado 2.1.2.).
7. Realizar mejoras y actualizaciones del material colgado en el repositorio.
8. Plantear un nuevo objetivo y repetir el proceso.
En esta seccio´n se detallara´ el proceso de desarrollo de la librerı´a, y en particular, de las
clases principales creadas durante el transcurso de este proyecto:
3Algunos ejemplos de herramientas externas son Octave (ver el apartado 2.1.7.) o pa´ginas web con
contenido de alta fiabilidad ([ICC]).




La estructura actual de LibNav es el fruto de una serie de preguntas que marcarı´an el
desarrollo de todo el proyecto:
• ¿Que´ queremos hacer?
• ¿De que´ medios disponemos para hacerlo?
• ¿Co´mo lo haremos?
A continuacio´n, con la respuesta de estas preguntas se explica el proceso de plantea-
miento del proyecto.
Objetivo
El objetivo inicial del proyecto era la creacio´n, mediante el lenguaje de programacio´n C++,
de una librerı´a de algoritmos que permitieran posicionar objetos en cualquier punto del es-
pacio. Era necesario crear una clase que permitiera contener con el mı´nimo de para´metros
el ma´ximo de informacio´n.
Estudiando la teorı´a sobre todos los sistemas de coordenadas incluidos en [NACC], se
llego´ a la conclusio´n de que habı´a dos sistemas fa´ciles de manejar que eran usados por
la mayorı´a de vehı´culos:
• Sistema ECEF (explicado en la seccio´n 1.2.1.).
• Sistema LLA (comentado en la seccio´n 1.2.2.).
Sin embargo, ambos requerı´an tres para´metros para indicar la posicio´n (X , Y y Z para
ECEF; Latitud, longitud y altura para LLA), mas otro para´metro que determinarı´a el datum
(ver la seccio´n 1.1.3.) con el que se debı´a trabajar.
Con esta pregunta se llego´ a la conclusio´n de que, como mı´nimo, se deberı´a crear una
clase que fuera capaz de contener la informacio´n que determina a un datum. ´Este es el
origen de la clase Datum, que se explicara´ en el apartado 2.2.3.
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Medios
Viendo que habı´a dos sistemas de coordenadas en los que basarse para la creacio´n de
la clase que permitiera definir una posicio´n en el espacio, se opto´ por valorar los medios
de los que se disponı´a.
Estudiando los ficheros de GPSTk (ver la seccio´n 2.1.8.) contenidos en la librerı´a LibNav,
se vio que tenı´a herramientas de ca´lculo vectorial y matricial muy potentes que podrı´an
ser muy u´tiles si se utilizaban adecuadamente.
Decisio´n final
Los me´todos de operaciones matriciales y vectoriales sirvieron para definir al sistema de
coordenadas ECEF como el ma´s adecuado, pues se vio que se podrı´a indicar cualquier
posicio´n en el espacio mediante un vector que partiera del centro de masas de la Tierra, y
que dicho vector podı´a ser modificado con ma´s facilidad que si se usaban las coordenadas
LLA.
Se decidio´ crear una clase que se llamara Position, de la que se hablara´ en la seccio´n
2.2.4.
2.2.2. Preparacio´n
Antes de empezar a programar, fue necesario preparar el equipo instalando todas las
herramientas de software comentadas en la seccio´n 2.1.





Dichos paquetes son necesarios para el correcto desarrollo de aplicaciones basadas en
el lenguaje C++, permitiendo realizar el proceso de construccio´n y compilacio´n de los
mismos.
Tambie´n fue necesario hacer un repaso a varios cursos de C++ para empezar a programar
con agilidad desde un principio.
Finalmente, y usando Subversion, obtuve los ficheros base que me permitieron empezar
a desarrollar las librerı´as de LibNav.
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2.2.3. Clase Datum
La clase Datum se implemento´ antes que la clase Position debido a que la segunda no
podı´a funcionar sin la primera.
Lo primero que se hizo fue crear una clase que contuviera los siguientes para´metros:
• Nombre del datum.
• Descripcio´n del datum.
• Longitud del semieje mayor a del elipsoide, en metros.
• Factor de achatamiento f del elipsoide.
• Factor de escala m.
• Constante gravitacional de la Tierra.
• Velocidad de la luz en el vacı´o.
• Velocidad angular ω del elipsoide.
• Vector de 3 posiciones, con los valores de traslacio´n del origen del datum respecto
al centro de masas de la Tierra (∆X , ∆Y , ∆Z).
• Vector de 3 posiciones, con los valores de rotacio´n de los ejes del elipsoide respecto
a los ejes de la Tierra (εX , εY , εZ).
Todos los valores son del tipo double, es decir de doble precisio´n con coma flotante (8
bytes en la arquitectura i386), excepto el nombre y la descripcio´n del datum, que son de
tipo string.
El siguiente paso fue crear los me´todos ba´sicos que deben contener todas las clases,
como son su constructor y su destructor.
Seguidamente se crearon los me´todos simples que permiten al usuario adquirir infor-
macio´n de para´metros concretos, y un me´todo ma´s avanzado que permite imprimir en
pantalla el valor de todos los para´metros incluidos en el objeto Datum que el usuario
quiera consultar.
Finalmente, se an˜adio´ una lista con los para´metros de 116 datums que se usan, en la
actualidad, en diferentes regiones del planeta.
2.2.4. Clase Position
Una vez creada la clase Datum, se empezo´ con el desarrollo de la clase Position, que
usarı´a el sistema de coordenadas ECEF para definir una posicio´n cualquiera mediante
los siguientes para´metros:
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• r: Vector de tres posiciones, con origen en el centro del elipsoide determinado por el
datum, que contiene los valores (de tipo double) que indican la longitud, en metros,
de las componentes ~X ,~Y y ~Z de una posicio´n ubicada en el espacio.
• Datum: En este caso el parametro es un objeto de la clase Datum que indicara´ el
elipsoide local usado como referencia para ubicar la posicio´n.
Los primeros me´todos que se crearon en esta clase fueron, igual que con la clase Datum,
sus constructores y su destructor, seguidos de los para´metros ba´sicos de asignacio´n,
modificacio´n y obtencio´n de variables contenidas en la clase Position.
En este punto se penso´ en crear me´todos simples que permitieran trabajar con los ejes
mediante operaciones matriciales entre matrices definidas y el vector de posicio´n, es decir,
se implementaron me´todos para aplicar matrices de rotacio´n y de reflexio´n sobre el vector
de posicio´n.
Seguidamente, se elaboro´ un me´todo que permitiera cambiar el datum de modo que se
obtuviera la posicio´n equivalente a la original pero usando el nuevo datum.
A partir de este punto, y con los me´todos ba´sicos creados y funcionando correctamente,
se opto´ por crear una nueva funcio´n que permitiera obtener un vector de 3 posiciones con
la posicio´n convertida al sistema de coordenadas LLA, ya que en la navegacio´n terrestre y
marı´tima no se suele usar el sistema ECEF para posicionar puntos. El sistema LLA resulta
mucho mas intuitivo al posicionarse sobre la Tierra.
Al ver que el me´todo era realmente u´til, se decidio´ hacer el proceso inverso: que se pudiera
definir una posicio´n entrando como para´metros los datos LLA de una posicio´n y el datum
usado. De esta manera, en un futuro se podra´n desarrollar aplicaciones destinadas a
gente que no este´ especializada en navegacio´n.
Basa´ndome en [NACC] decidı´ desarrollar un me´todo que obtuviera la distancia entre dos
puntos sobre la superficie terrestre mediante el me´todo de Andoyer, pues era el ma´s
preciso de los me´todos descritos en el libro.
Siguiendo con la dina´mica del ca´lculo de distancias, tambie´n se decidio´ crear los me´todos
para calcular la distancia (tanto en linea recta como a lo largo de la superficie terrestre)
desde un punto concreto en el espacio hasta el horizonte. Mientras que el me´todo de
ca´lculo de distancias puede ser muy u´til para hacer ca´lculos de viajes largos, el ca´lculo
de la distancia hasta el horizonte puede ser muy u´til para definir el rango de visio´n de un
puesto de control marı´timo, por ejemplo.
El siguiente paso fue crear operadores especı´ficos para la clase Position. Con ellos se
puede obtener la posicio´n resultante de una suma o resta entre dos posiciones, copiar
los datos de una posicio´n a otra y determinar si dos posiciones determinadas son iguales.
Este u´ltimo operador incorpora una tolerancia, y por defecto considera que dos posiciones
son iguales si las diferencias entre cada una de sus componentes no superan los 5 cm.
Para completar lo que serı´an operaciones matema´ticas entre posiciones distintas, se ela-
boraron tres nuevos me´todos. El primero permite realizar el producto vectorial entre dos
posiciones, el segundo realiza el producto escalar y el tercero calcula el vector unitario
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asociado a una posicio´n dada.
Cuando finalizo´ el desarrollo de dichos me´todos, se creo´ una funcio´n que permite imprimir
en pantalla toda la informacio´n referente a la posicio´n:
• Posicio´n ECEF.
• Posicio´n LLA.
• Datum usado y todos los para´metros que lo definen.
El paso siguiente fue la creacio´n de un me´todo que permitı´a expresar la posicio´n usando
el sistema UTM (explicado en la seccio´n 1.2.3.). ´Este es quiza´s el me´todo mas comple-
jo incluido en LibNav, ya que para su elaboracio´n fue necesario implementar complejos
me´todos de conversio´n y crear una estructura de datos que permitiera incluir todos los
datos que definen una posicio´n UTM:
• La zona determinada por la longitud.
• El meridiano central.





A pesar del elevado grado de complejidad, los resultados obtenidos con este me´todo
tienen un error inferior a los 5 cm (comparados con las herramientas proporcionadas por
el [ICC]), por lo que se puede considerar que su implementacio´n fue todo un e´xito.
Finalmente, se empezaron a tratar me´todos especı´ficos para obtener el azimut y la ele-
vacio´n (sistema de coordenadas horizontal) de una posicio´n respecto a otra. Para ello se
elaboro´ un me´todo que convertı´a el sistema de coordenadas de una posicio´n conocida de
ECEF a NEU.
La gran cantidad de me´todos incluidos en la clase Position, todos ellos puestos a prueba
en los experimentados comentados en la seccio´n 3 de este mismo documento, la convier-
ten en uno de los principales elementos de la librerı´a LibNav.
Se debe comentar que, actualmente, ya se esta´n desarrollando nuevos me´todos que au-
mentara´n el potencial operativo de LibNav, y que ya hay muchas otras funciones pensadas
para desarrollar en un futuro inmediato.
Metodologı´a 35
2.3. Instalacio´n de LibNav
LibNav ha pasado de ser un proyecto en desarrollo a una realidad en constante evolu-
cio´n. Es una librerı´a de algoritmos pensada para que cualquiera la pueda usar para crear
nuevas aplicaciones relacionadas con la navegacio´n, pero para poder usarla debe ser
instalada en el equipo del desarrollador.
En esta seccio´n se explicara´ co´mo preparar el equipo, descargar la librerı´a, instalarla, y
generar la documentacio´n de la misma.
En primer lugar, se debe comprobar que los paquetes de desarrollo ba´sicos nombrados
en la seccio´n 2.2.2. esta´n correctamente instalados en el ordenador.
Seguidamente se procedera´ a descargar el paquete de co´digos fuente de LibNav. Para
ello se debe acceder al sitio web del proyecto en SourceForge:
https://sourceforge.net/projects/libnav/
Seguidamente se debe pulsar sobre el boto´n Download LibNav. En el caso que no se
abriera la pa´gina de descargas se puede usar el siguiente enlace:
https://sourceforge.net/project/showfiles.php?group id=219574
Desde esta pa´gina se podra´ obtener la versio´n ma´s actualizada de LibNav, que se de-
bera´ almacenar en una carpeta adecuada.
A continuacio´n, se debera´ entrar en el directorio en el que se haya guardado el paquete
descargado y se procedera´ a descomprimirlo mediante el comando:
$ tar -xvzf libnav-XXXX.tar.gz
Do´nde “XXXX” es el nu´mero de versio´n descargado.
El comando tar activa el programa encargado de extraer el contenido de ficheros tarfile,
que contienen la extensio´n .tar. Las cuatro letras que siguen al comando determinan las
operaciones que se desea realizar; en este caso se quiere:
1. x : Extraer los ficheros del archivo.
2. v : Que el programa nos proporcione un listado de todos los ficheros descomprimi-
dos.
3. z: Filtrar el archivo a trave´s de gzip, para descomprimirlo.
4. f : Indica el fichero que se quiere usar.
Con el procedimiento anterior se creara´ un directorio llamado “libnav-XXXX”. El siguiente
paso es introducirse en dicho directorio:
$ cd libnav-XXXX
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Y compilar la librerı´a usando los siguientes comandos:
$ ./configure
$ make
Si hay errores en este paso, puede ser que en el sistema falte el compilador o la “Standard
Template Library” de C++ (STL), o bien las “autobuilds” (make, etc.). Hay que instalar lo
que haga falta y repetir hasta que no hayan ma´s errores.
Finalmente, ya se puede instalar la librerı´a en el sistema de archivos del sistema operativo.
Para realizar esta operacio´n sera´ necesario actuar como el superusuario root :
$ su
# make install
Opcionalmente se puede crear la documentacio´n de LibNav. Es tan fa´cil como acceder al
directorio de documentacio´n doc y ejecutar la herramienta Doxygen:
$ cd doc
$ doxygen
Dicha documentacio´n sera´ creada en formato HTML, y se podra´ acceder a ella usando un




Durante el desarrollo de LibNav se han realizado diferentes experimentos para compro-
bar el correcto funcionamiento de los algoritmos de la librerı´a. Estos experimentos se han
tratado, a su vez, como programas de cara´cter docente que permitan al usuario aprender
y entender su funcionamiento para obtener resultados con un tiempo de formacio´n relati-
vamente corto. Por este motivo, su co´digo fuente consta de gran cantidad de comentarios
explicativos y su indentacio´n es simple y, en ocasiones, redundante.
En este capı´tulo se explicara´n los experimentos realizados durante el desarrollo de LibNav
siguiendo el orden de creacio´n de sus ficheros base.
3.1. Experimento 1: simpleexample1
Este ejemplo pretende demostrar como declarar y definir los vectores, ası´ como indicar
como realizar una operacio´n entre ellos. Para ello, se crean dos vectores y se realiza su
suma.
Es importante tener en cuenta que para hacer operaciones entre vectores, e´stos deben
contener el mismo tipo de datos y deben tener el mismo taman˜o. De lo contrario, las
operaciones sera´n imposible de realizar.
Para comprobar la fiabilidad de las operaciones, se han contrastado los resultados obte-
nidos por LibNav con los de Octave (ver seccio´n 2.1.7.).
3.2. Experimento 2: simpleexample2
En este ejemplo se demuestra la potencia de ca´lculo vectorial y matricial de LibNav mul-
tiplicando un vector por una matriz. En el caso que fuera necesario, LibNav genera au-
toma´ticamente una matriz a partir del vector inicial.
Los resultados obtenidos se han comparado con los de Octave (Seccio´n 2.1.7.). Debe co-
mentarse que para obtener el resultado de la multiplicacio´n con Octave, ha sido necesario
convertir el vector en una matriz de una columna, mientras que LibNav lo ha generado
automa´ticamente.
3.3. Experimento 3: MatrixInversionExample
Con este experimento se pretendı´a comprobar la fiabilidad de algunos ca´lculos matriciales
ma´s elaborados, concretamente la inversio´n de una matriz, ya que era necesaria para
algunos me´todos incorporados en LibNav.
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Para realizar la comparacio´n se creo´ una matriz, se busco´ su inversa y se multiplicaron la
matriz inversa por la original. Si la inversio´n de la matriz era correcta, el resultado de la
multiplicacio´n debı´a ser una matriz identidad.
Se han contrastado los resultados obtenidos mediante LibNav con los obtenidos usando
Octave (seccio´n2.1.7.) y el error obtenido en la multiplicacio´n entre la matriz original y
su inversa ha sido mı´nimo (menor que 10−14), posiblemente causado por los lı´mites de
precisio´n de la ma´quina con que se ha operado. De todos modos, se puede apreciar que
los resultados son muy pro´ximos a la matriz identidad.
Se puede afirmar entonces que la herramienta de inversio´n de matrices incorporada en
LibNav funciona correctamente.
3.4. Experimento 4: Solver Examples
En este experimento se ha querido seguir el ejemplo que se usa en [NACC] para explicar
co´mo resolver sistemas de ecuaciones con el me´todo de los mı´nimos cuadrados y los
mı´nimos cuadrados con pesos. Igual que en el ejemplo del libro, el experimento esta´ divi-
dido en tres fases.
En la primera parte se presentan los datos de telemetrı´a de un cohete al despegar, donde
se indica la evolucio´n de la velocidad del cohete segu´n pasan los segundos. Mediante es-
tos datos se genera una ecuacio´n matricial que sera´ resuelta de manera simple siguiendo
los pasos indicados en el ejemplo con la ayuda de Octave (ver seccio´n 2.1.7.). Tanto los
resultados obtenidos usando LibNav como los obtenidos con Octave coinciden con los del
ejemplo del libro.
En la segunda fase, siguiendo el ejemplo, se ha presentado un nuevo sistema de ecua-
ciones que presenta ma´s datos que inco´gnitas. Con el objetivo de encontrar la funcio´n de
la velocidad del cohete se aplicaron las funciones implementadas en LibNav para usar el
me´todo de los mı´nimos cuadrados en la resolucio´n de la ecuacio´n.
Los pasos descritos en el ejemplo fueron, una vez ma´s, aplicados en Octave. De nuevo,
las ecuaciones de LibNav y Octave coincidieron con los resultados del libro.
Finalmente, en la u´ltima parte del experimento se uso´ el me´todo de los mı´nimos cuadrados
con pesos, que an˜ade un coeficiente relacionado con la fiabilidad de cada medida de
velocidad tomada. De nuevo, los resultados obtenidos con el me´todo especı´fico de LibNav
y con las ecuaciones realizadas en Octave coincidieron con los del ejemplo de [NACC],
con lo que se puede confirmar el buen funcionamiento de los me´todos probados.
3.5. Experimento 5: Datum Converter
Con este experimento se demostro´ que las conversiones de datum se realizaban con
exactitud, y que eran reversibles.
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Para cumplir el objetivo se definio´ una posicio´n usando el datum WGS-84 y se realizaron
cinco conversiones de datum de la misma posicio´n haciendo que la u´ltima de ellas volviera
a dar la posicio´n en WGS-84.
Como se puede observar en la tabla 3.1, la primera y la u´ltima posicio´n son ide´nticas, por
lo que se puede confirmar que el me´todo funciona correctamente.
Datum Latitud (o) Longitud (o) Altura (m)
#0 WGS-84 41,3000 2,0900 0,000
#1 ARF-G 41,3020 2,08892 −262,769
#2 EUR-D 41,3005 2,08876 −356,470
#3 NAS-L 41,3035 2,09156 154,004
#4 TOY-A 41,3048 2,09611 1065,860
#5 WGS-84 41,3000 2,0900 0,000
Tabla 3.1: Resultados de las conversiones de datum realizadas.
3.6. Experimento 6: PositionExample
El objetivo de este ejemplo era comprobar el potencial de las herramientas de LibNav para
realizar conversiones de posiciones entre distintos sistemas de coordenadas terrestres.
El experimento consiste en obtener la posicio´n LLA y UTM (explicadas en la seccio´n 1.2.)
de dos posiciones definidas en el sistema ECEF.
Se decidio´ usar las coordenadas de dos estaciones de observacio´n de sate´lites GPS
que estuvieran en hemisferios distintos, con el fin de demostrar que las conversiones
funcionaban correctamente tanto al norte como al sur del ecuador.
Para las comprobaciones del hemisferio norte se opto´ por usar la estacio´n ONSA, ubicada
en Onsala, Suecia, mientras que para el sur se uso´ la estacio´n MOBS01, situada en
Melbourne, Australia. En la tabla 3.2 se muestran las coordenadas ECEF y LLA de dichas





Latitud (o) 57,39529931 −37,82940918
Longitud (o) 11,92551829 144,97533854
Altura (m) 45,5865 40,5931
Tabla 3.2: Posicio´n de las estaciones ONSA y MOBS01. Fuente: [SOPAC]
Al comparar la posicio´n LLA calculada por LibNav con la posicio´n oficial, se puede com-
probar que los valores son pra´cticamente ide´nticos y fiables, ya que el error ma´ximo es de
6 milı´metros en la altura de la estacio´n ONSA.
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Para la prueba del ca´lculo de la posicio´n UTM se compararon los valores obtenidos por
LibNav con los resultados devueltos por la calculadora geode´sica de [ICC], a la que se
le dieron los datos LLA oficiales de las dos estaciones. Al comparar los resultados, la
diferencia entre los resultados de la calculadora geode´sica y LibNav fue inferior a los 5
centı´metros, por lo que se puede afirmar que las conversiones UTM tambie´n son precisas.
Es importante recordar que, tal como se comento´ en la seccio´n 1.2.3., las coordenadas
UTM comprenden el rango de latitudes que van de los 80oS a los 84oN, por lo que las
posiciones fuera de estos valores no podra´n ser calculadas con el me´todo UTM.
3.7. Experimento 7: Position Operators Ex
Este experimento pretende comprobar que los operadores y algunos me´todos de ca´lculo
complejos de la clase Position funcionan correctamente.
En la primera fase se ponen a prueba los operadores especı´ficos creados para la clase
Position: suma (+), resta (−) e igualacio´n (=). Para ello se crearon tres posiciones distin-
tas: A, B y C. La prueba es muy simple: se realiza una suma entre dos posiciones (A y B)
y se le asigna el resultado a (C); con esta operacio´n (3.1) se han usado los operadores de
suma (+) y de igualacio´n (=).
C = A+B (3.1)
Para comprobar que la operacio´n es correcta, y a su vez comprobar que el operador resta
(−) tambie´n funciona, so´lo es necesario realizar la siguiente operacio´n:
B = C−A (3.2)
Para afirmar que la operacio´n es va´lida es necesario tener en cuenta el datum usado
en la posicio´n resultado de la resta, pues en el caso de que no coincida con el datum
original sera´ necesario realizar una conversio´n de datum (tal y como se ha hecho en el
experimento).
Despue´s de esta prueba, podemos afirmar que los operadores funcionan correctamente.
En la segunda fase se prueban me´todos ma´s complejos que permiten obtener el produc-
to escalar, el producto vectorial y el vector unitario de objetos de la clase Position. Para
realizar los ca´lculos se usan las mismas posiciones que en la primera fase. Los resulta-
dos fueron comparados con los obtenidos mediante funciones especı´ficas de Octave (ver
seccio´n 2.1.7.), demostrando que los ca´lculos eran correctos.
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3.8. Experimento 8: Distances
Con este experimento se quiso comprobar que todos los me´todos creados para calcular
distancias funcionaban.
En la primera fase se calculo´ la distancia en linea recta que hay desde la cima del Mon-
te Everest1 hasta el horizonte (suponiendo que no hubiera obsta´culos, ver la seccio´n
1.3.1.1.).
En el siguiente paso se calculo´ la distancia desde el punto ma´s alto de la montan˜a has-
ta el horizonte visible. Esta distancia se mide sobre la curvatura de la Tierra desde la
proyeccio´n, sobre la superficie del elipsoide, del punto en que se encuentra la cima del
Everest
En la segunda parte del experimento se quiso seguir el ejemplo de [NACC] calculando
la distancia entre un punto en Barcelona y otro en Nueva York. Para realizar los ca´lculos
LibNav utiliza el me´todo Andoyer, que permite saber, adema´s de la distancia, el margen
de error del ca´lculo.
Se puede observar que el resultado obtenido usando los me´todos de LibNav coinciden
con los del ejemplo del libro. Sin embargo, no se han podido contrastar con los de otras
fuentes, ya que las que se han encontrado no tenı´an ninguna garantı´a de fiabilidad.
3.9. Experimento 9: Angles
En este caso, el experimento esta´ pensado para probar las funciones que realizan ca´lcu-
los complejos relacionados con los a´ngulos, concretamente los me´todos para obtener el
azimut y la elevacio´n de una posicio´n en funcio´n de otra.
Para realizar los ca´lculos se usaron los datos de los sate´lites GPS que se observaban
desde la estacio´n terrena de Onsala, Suecia (su co´digo en la red GPS es ONSA), el dı´a
12 de agosto de 2005 a las 00:00h. Los datos fueron generados por el tutor del proyecto
utilizando los recursos proporcionados por la GPS Toolkit (ver seccio´n 2.1.8.).
En la tabla 3.3 se puede ver la posicio´n de la estacio´n ONSA y de los sate´lites represen-
tada en el sistema ECEF (ver seccio´n 1.2.1.) y el azimut y la elevacio´n de los sate´lites,
calculados con LibNav, tomando como referencia la estacio´n de observacio´n.
Con los resultados del ejemplo se puede observar que la elevacio´n y el azimut obtenidos
con LibNav son pra´cticamente ide´nticos a los obtenidos mediante las GPS Toolkit, por lo
que se puede considerar que los me´todos para calcularlos funcionan correctamente.
1Los datos de posicio´n y altura del Monte Everest fueron obtenidos de [Everest].
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Objeto Latitud (o) Longitud (o) Altura (m) Azimut Elevacio´n
ONSA 3370658,5419 711877,1496 5349786,9542 - -
GPS-3 14716311,9155 −5992936,4967 21147408,8480 272,1105 64,3340
GPS-8 −11618204,9472 −9532597,9051 21747679,8452 343,2229 11,2452
GPS-15 13413587,1357 8037616,2468 21324335,4867 100,5146 75,1744
GPS-18 12621996,3722 16210879,1451 17061190,0150 106,8450 49,9432
GPS-19 9686383,3480 −16445129,0837 18582209,9182 285,1875 33,8353
GPS-21 2379297,2966 17391730,7736 19811464,4625 70,9499 37,7112
GPS-22 22084236,6097 12589293,6220 7855270,2611 154,3415 36,5996
GPS-27 −2593789,2883 −18227055,1680 19561229,5475 312,5362 15,9710
GPS-29 −12445984,6095 9085764,1950 21853743,5173 29,2431 15,4778
Tabla 3.3: Datos de los sate´lites GPS observados por la estacio´n ONSA el 12-08-2005 a




Tal como se ha podido comprobar con los experimentos realizados en el capı´tulo 3, los
me´todos desarrollados durante el transcurso del TFC funcionan correctamente, realizando
ca´lculos de posicio´n con alta precisio´n.
El contenido final de la librerı´a de algoritmos no so´lo cumple satisfactoriamente con los
objetivos establecidos al principio del trabajo, sino que los amplı´a con la creacio´n del
me´todo de obtencio´n de una posicio´n usando el sistema de coordenadas UTM, ofreciendo
a la asignatura NACC la documentacio´n necesaria para la ampliacio´n del temario referente
a los sistemas de coordenadas terrestres.
Gracias al relativamente pequen˜o taman˜o que ocupa, LibNav puede ser descargada de
internet e instalada fa´cilmente, pudiendo convertirse en un software completamente ope-
rativo en apenas unos minutos.
El uso de software de distribucio´n libre ha permitido que este proyecto fuera desarrollado
sin otro coste que las horas invertidas en e´l. Adicionalmente, la licencia utilizada (LGPL)
permite que el co´digo de la librerı´a sea modificado por cualquier usuario (siempre y cuan-
do el resultado de dichas modificaciones sea distribuido con el mismo tipo de licencia),
hecho que permitira´ a LibNav crecer con la dedicacio´n de desarrolladores interesados en
el proyecto.
Personalmente, me ha sorprendido el potencial de los programas de libre distribucio´n
utilizados, puesto que antes de este proyecto no me inspiraban mucha confianza. Los
resultados obtenidos han servido para animarme a aprender ma´s sobre el mundo de
posibilidades que ofrece el software de co´digo abierto, y a tener en cuenta dichas aplica-
ciones para futuros proyectos.
El trabajo realizado en este TFC so´lo es el principio de un gran proyecto que seguira´ evo-
lucionando con el desarrollo de nuevos me´todos que permitan hacer un uso ma´s extensivo
de los sistemas de coordenadas UTM. Se considera que la posibilidad de definir una po-
sicio´n utilizando este sistema de coordenadas deberı´a ser uno de los siguientes objetivos
a alcanzar.
Como otros futuros proyectos de desarrollo de LibNav se podrı´an proponer me´todos de
posicionamiento para el sistema UPS (usado en las zonas polares), y la creacio´n de co´di-
go que permitiera trabajar con el tiempo. Este paso podrı´a suponer una importante mejora
en la librerı´a, ya que se podrı´an desarrollar nuevos algoritmos que permitieran posicionar
objetos en movimiento en funcio´n del tiempo.
Por lo que a impacto ambiental se refiere, no se cree necesario hacer ningu´n comentario
al respecto, pues LibNav es software, y por si mismo no produce ningu´n tipo de afectacio´n
sobre el medio ambiente.
Por mi parte estoy satisfecho, tanto por los resultados obtenidos con el trabajo como por
la gran cantidad de conocimientos de C++ que me ha permitido adquirir, y estoy dispuesto
a seguir colaborando en el desarrollo de LibNav y en nuevos proyectos frutos de su uso.
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Convirtiendo de ECEF a oordenadas
horizontales
Dagoberto Salazar
16 de junio de 2007
Resumen
Este doumento onsiste en una expliaión sobre los pasos que hay
que seguir para onvertir del sistema ECEF al sistema NEU, y de allí a
un sistema de oordenadas horizontales (azimuth/elevaión).
A propósito de la tarea que asigné para determinar la elevaión y azimuth de
un satélite visto desde un punto dado, varias personas se me han aerado on
dudas sobre qué tienen que haer luego de obtener las oordenadas del satélite
en el sistema ECEF. Este doumento explia on mayor laridad los pasos que
hay que dar.
La onversión de ECEF a elevaión/azimuth se puede dividir en tres pasos:
1. Conversión desde ECEF al sistema de oordenadas loal NED: North-
East-Down (Norte-Este-Abajo). Ambos son sistemas a derehas.
2. Conversión desdeNED aNEU: North-East-Up (Norte-Este-Arriba). Este
último es un sistema a izquierdas.
3. Finalmente, onversión desde NEU al orrespondiente sistema horizontal
azimuth/elevaión.
En las siguientes seiones se expliarán on detalle estos tres pasos.
Es de haer notar que hay más de una manera de haer la onversión entre estos
sistemas. La manera expliada en este doumento fue elegida por ser ompleta
y relativamente senilla de seguir.
1. ECEF a NED
Lo primero que hay que onsiderar es que se debe empezar on al menos dos
vetores:
1
~P s: Vetor que india la posiión del satélite, en el sistema ECEF.
~Po: Vetor que india la posiión del observador, en el sistema ECEF.
El observador está oloado en una posiión dada de la Tierra, por lo que de-
ben ser onoidas sus oordenas. Usualmente estas oordenadas están dadas
en un formato LLA (Longitud-Latitud-Altura), y por ello deben onvertirse a
ECEF. Por otro lado, los algoritmos para hallar las oordenadas del satélite
habitualmente proporionan éstas en formato ECEF.
Una vez que se tienen ambos vetores
~P s y ~Po, lo que nos interesa obtener es el
vetor de línea de visión desde el observador haia el satélite,
~P . Este vetor
se halla simplemente haiendo la substraión de ambos vetores, omo india
la Euaión 1.
~P = ~P s − ~Po (1)
~P es entones el vetor que va desde el observador hasta el satélite, y es a él a
quien hay que alularle la elevaión y el azimuth. No obstante, las oordenadas
de
~P están dadas en el sistema retangular ECEF, por lo que es neesario haer
una onversión de sus omponentes.
La Figura 1 muestra esquemátiamente la relaión entre los sistemas ECEF y
NED.
Figura 1: Sistemas ECEF y NED.
Entones, para haer la onversión entre ambos sistemas, es neesario determinar
las matries de rotaión que deben apliarse para lograr que los ejes de ECEF
y NED oinidan tanto en direión omo en sentido.
2
Nota importante: En partiular, en esta seión se busará que el eje X
oinida on el N , el Y oinida on el eje E, y el Z on el D.
Empezaremos busando la oinidenia del eje Y on el E. Para ello, si miramos
a la Figura 1 desde arriba (omo si estuviéramos enima del polo norte mirando
haia abajo), tendremos un punto de vista omo el mostrado en la Figura 2.
Figura 2: Sistemas ECEF y NED vistos desde el polo norte.
Tenga en uenta que en la Figura 2 el eje Z sale del plano del papel (o pantalla)
y le apunta a usted. Es fáil ver en esta gura que para que el eje Y oinida
en direión y sentido on el eje E bastará on una rotaión alrededor del eje Z
(R3) on ángulo θ: Es deir, la longitud del punto de observaión (tomada omo
positiva en direión este, respetando la onvenión).
Por ello, la primera matriz de rotaión será la presentada en la Euaión 2.
R3(θ) =






Una vez lograda la oinidenia de los ejes Y e E, dejamos esos ejes quietos y
le toa el turno a los demás. Ahora, miraremos a la Figura 1 lateralmente, de
modo que el eje Y entre en el plano del papel y se aleje de usted. Este punto de
vista nos proporiona la Figura 3.
De la gura Figura 3 se puede deduir que para que el eje X oinida on el N ,
y el Z oinida on el D, es neesario haer una rotaión alrededor del eje Y , es
deir, hay que apliar una matriz de rotaión R2.
3
Figura 3: Sistemas ECEF y NED vistos lateralmente.
El valor del ángulo se dedue girando en sentido antihorario un ángulo de 90+β
(donde evidentemente β es la latitud del punto de observaión). Como el sentido
de giro es al revés del ditado por el eje Y (positivo es giro horario en este
esquema), entones el ángulo será en realidad −90 − β, por lo que la matriz de
rotaión orrespondiente será la de la Euaión 3.
R2((−90−β) =

 cos(−90 − β) 0 − sin(−90 − β)0 1 0




 − sinβ 0 cosβ0 1 0




Note que se han apliado las identidades trigonométrias adeuadas a ángulos
negativos y suma de 90 grados.
Como ya se han logrado alinear todos los ejes, entones la onversión ompleta
del sistema ECEF al sistema NED para el vetor de línea de visión
~P es la
indiada en la Euaión 4
~P[NED] = R2(−90 − β)R3(θ)~P[ECEF ] (4)
4
2. NED a NEU
Una vez que se tiene el vetor
~P en el sistema NED del punto de observaión, la
onversión del sistema NED al sistema NEU (North-East-Up) se logra apliando
la matriz de reexión orrespondiente al eje D. Al ser este eje el que determina
la terera omponente, la matriz de reexión adeuada será la S3. Entones:
~P[NEU ] = S3R2(−90 − β)R3(θ)~P[ECEF ]
Y la Euaión 5 presenta la expresión ompleta.
~P[NEU ] =






 − sinβ 0 cosβ0 1 0









3. NEU a azimuth/elevaión
El último paso onsiste en usar nuestro vetor
~P , ahora en oordenadas NEU,
para obtener la elevaión y el azimuth. Para ello, la Figura 4 será muy útil.
Figura 4: Elevaión y azimuth en el sistema NEU.
Mirando la Figura 4 es fáil deduir que:
5
PU = sin(elev ) · |~P | (6)








PN = cos(azi) · (cos(elev ) · |~P |) (8)
De las Euaiones 6 y 7 (ó 6 y 8) es fáil determinar tanto el azimuth omo la
elevaión.
De esta manera enontramos las onversiones busadas.
4. Referenias
Para enontrar más detalles sobre los sistemas menionados o las matries utili-
zadas, por favor onsulte el libro Navegaión Aérea, Cartografía y Cosmografía
que se enuentra disponible libremente en:
http://na.up.es/na-libro/index.html.
6
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